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INTISARI 
 
Metode Transformasi Diferensial adalah metode untuk memperoleh solusi dari PDP linear dan tak linear 
dengan syarat awal. Metode Transformasi Diferensial yang digunakan adalah Metode Transformasi 
Diferensial Dua Dimensi dan diterapkan untuk PDP dengan dua variabel bebas. Penelitian ini bertujuan 
menganalisis sifat-sifat yang berlaku pada Metode Transformasi Diferensial Dua Dimensi dan 
mendapatkan solusi PDP dengan menggunakan Metode Transformasi Diferensial Dua Dimensi. Metode 
tersebut digunakan pada dua PDP linear dan dua PDP tak linear. Metode ini terdiri dari tiga langkah 
utama yaitu mentransformasikan PDP beserta syarat awalnya, mencari nilai-nilai transformasi dan 
menginverskan nilai-nilai transformasi untuk mendapatkan solusi. Hasil penelitian ini menunjukkan 
Metode Transformasi Diferensial Dua Dimensi dapat diterapkan untuk memperoleh solusi Masalah Nilai 
Awal (MNA) dari PDP dua variabel dengan fungsi awal yang diberikan mempunyai turunan dan 
turunannya kontinu di titik (x0,y0). Metode ini menghasilkan solusi dalam bentuk deret yang digunakan 
untuk memperoleh solusi eksak dari PDP. 
 
Kata Kunci : Syarat Awal, Deret Taylor, Metode Analitik 
 
PENDAHULUAN 
Persamaan diferensial merupakan salah satu cara untuk menggambarkan model dari berbagai 
masalah dan fenomena di kehidupan sehari-hari. Persamaan diferensial adalah persamaan yang 
melibatkan variabel-variabel tak bebas dan derivatif-derivatif terhadap variabel bebas. Persamaan 
diferensial ini terbagi menjadi dua yaitu Persamaan Diferensial Biasa (PDB) dan Persamaan 
Diferensial Parsial (PDP) [1]. Metode penyelesaian PDP terbagi menjadi metode analitik dan metode 
numerik. PDP dengan bentuk ataupun orde berbeda umumnya tidak dapat diselesaikan dengan satu 
metode analitik. Salah satu metode analitik yang dapat digunakan untuk menyelesaikan permasalahan 
tersebut adalah Metode Transformasi Diferensial. 
Metode transformasi diferensial (MTD) adalah metode yang dapat digunakan untuk menyelesaikan 
persamaan diferensial linear maupun tak linear yang melibatkan syarat awal. Konsep dari MTD 
pertama kali diperkenalkan oleh Zhou pada tahun 1986 dan diterapkan untuk menyelesaikan masalah 
nilai awal linear dan tak linear pada analisis sirkuit eletrik. Berbagai penelitian menunjukkan bahwa 
metode ini dapat digunakan untuk menyelesaikan persamaan diferensial parsial seperti persamaan 
dinamik gas tak linear dan Klein-Gordon [2], masalah Gourstat linear dan tak linear [3] dan persamaan 
Fokker-Planck [4].  
Pada penelitian ini, persamaan diferensial yang diselesaikan adalah PDP linear dan tak linear orde 
satu dan orde dua dengan dua variabel bebas. Adapun tujuan penelitian ini adalah menganalisis sifat-
sifat yang berlaku di MTD Dua Dimensi dan mendapatkan solusi PDP dengan menggunakan MTD 
Dua Dimensi. Penyelesaian PDP dengan menggunakan MTD dilakukan dengan mentransformasikan 
persamaan diferensial parsial beserta nilai awal sesuai sifat-sifat transformasi diferensial dua dimensi. 
Mengambil setiap k dan h suatu bilangan cacah dan kemudian mensubstitusikan pada persamaan 
transformasi diferensial dari persamaan diferensial hingga diperoleh nilai transformasi. Nilai-nilai 
transformasi yang diperoleh disubstitusikan pada invers transformasi diferensial dua dimensi. Invers 
transformasi diferensial yang diperoleh merupakan solusi dari PDP tersebut.  
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METODE TRANSFORMASI DIFERENSIAL  
Metode ini pertama kali diperkenalkan oleh Zhou pada tahun 1986 yang dikembangkan dari deret 
Taylor [4]. MTD merupakan metode untuk menentukan koefisien dari deret Taylor dengan 
menghitung persamaan rekursif dari persamaan diferensial yang diberikan. Koefisien-koefisien 
tersebut adalah nilai transformasi diferensial untuk mendapatkan solusi berbentuk deret dari 
persamaan diferensial. 
Definisi 1 [5] Transformasi diferensial satu dimensi dari fungsi u(x) didefinisikan sebagai berikut 
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dengan u(x) adalah fungsi awal dan U(k) adalah transformasi diferensial satu dimensi. 
Definisi 2 [5] Invers transformasi diferensial dari U(k) didefinisikan sebagai berikut 
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METODE TRANSFORMASI DIFERENSIAL DUA DIMENSI 
MTD Dua Dimensi merupakan MTD yang dikembangkan dari deret Taylor dua variabel. MTD 
Dua Dimensi didefinisikan untuk suatu fungsi u dengan dua variabel bebas. 
Definisi 3 [2] Transformasi diferensial dua dimensi dari fungsi u(x,y) didefinisikan sebagai berikut 
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ketika    0,0, 00 yx  maka Persamaan (1) didefinisikan sebagai berikut
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dengan u(x,y) adalah fungsi awal dan U(k,h) adalah transformasi diferensial dua dimensi. 
Definisi 4 [2] Invers transformasi diferensial dari U(k,h) didefinisikan sebagai berikut 
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ketika    0,0, 00 yx  maka Persamaan (3) didefinisikan sebagai berikut
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SIFAT-SIFAT TRANSFORMASI DIFERENSIAL DUA DIMENSI 
Transformasi diferensial dua dimensi dapat diperoleh dengan menggunakan Persamaan (2) yang  
diterapkan ke beberapa fungsi untuk mendapatkan sifat-sifat yang berlaku pada transformasi 
diferensial dua dimensi yang dinyatakan sebagai berikut  
Sifat 1. Jika   cyxu ,  untuk c merupakan suatu konstanta maka  
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Bukti 
Untuk 0k  dan 0h , maka 
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Dengan menggunakan Persamaan (2) diperoleh 
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Dengan 
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Bukti 
Dengan menggunakan Persamaan (2) diperoleh 
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Dengan menggunakan Persamaan (2) diperoleh 
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Sifat 8. Jika    bayxyxu m  sin,   maka     
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substitusikan y = 0  untuk hasil turunan dari  baysin , sehingga diperoleh : 
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Sehingga diperoleh 
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Sifat 9. Jika    bayxyxu
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Dengan menggunakan Persamaan (2) diperoleh 
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subsitusikan y = 0  untuk hasil turunan dari  baycos , sehingga diperoleh : 
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Sifat 11. Jika    yxwyxu ,,   untuk   merupakan suatu konstanta maka    yxWhkU ,,   
Bukti 
Dengan menggunakan Persamaan (2) diperoleh 
   
0
0
,
!!
1,













y
x
hk
hk
yxw
yxhk
hkU  
 
0
0
,
!!
1












y
x
hk
hk
yxw
yxhk
 
 hkW ,  ∎  
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PENYELESAIAN PERSAMAAN DIFERENSIAL PARSIAL 
MTD Dua Dimensi dapat diterapkan dalam menyelesaikan PDP linear dan PDP Tak Linear dengan 
syarat awal. Terdapat tiga langkah dalam MTD Dua Dimensi yaitu mentransformasikan PDP beserta 
syarat awal dengan sifat-sifat yang berlaku didalam MTD Dua Dimensi, mengambil setiap k dan h 
suatu bilangan cacah untuk persamaan transformasi diferensial PDP dan menginverskan nilai-nilai 
transformasi dengan menggunakan invers MTD Dua Dimensi untuk mendapatkan solusi PDP.  
Contoh 1. Selesaikan PDP linear orde satu dibawah ini menggunakan MTD Dua Dimensi ! 
u
y
u
x
ux 3




              (5) 
dengan syarat awal yang diberikan yaitu   20, xxu  . 
Berdasarkan sifat yang berlaku pada Transformasi Diferensial Dimensi Dua, diperoleh persamaan 
transformasi PDP dan syarat awal sebagai berikut : 
1. Berdasarkan Sifat 2, 5 dan 12, maka Transformasi Diferensial Dua Dimensi dari 
x
ux

  adalah 
       
 

k
r
h
s
srkUshrrk
0 0
,111  
2. Berdasarkan Sifat 3, maka Transformasi Diferensial Dua Dimensi dari 
y
u

  adalah 
)1,()1(  hkUh  
3. Berdasarkan Sifat 11, maka Transformasi Diferensial Dua Dimensi dari u3  adalah  hkU ,3  
4. Berdasarkan Sifat 5, maka diperoleh persamaan transformasi syarat awal 
 


 

lainnya
k
kkU
2
0
1
2)0,(  
Sehingga diperoleh Transformasi Dua Dimensi dari Persamaan (5) sebagai berikut 
         hkUhkUhsrkUshrrk
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,3)1,()1(,111
0 0
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 
       (6) 
Substitusikan  ,4,3,2,1,0, hk  pada Persamaan (6) maka diperoleh nilai transformasi sebagai 
berikut  
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Berdasarkan Persamaan (4) maka diperoleh   yexyxu 2,   
Contoh 2. Selesaikan PDP linear orde dua dibawah ini menggunakan MTD Dua Dimensi ! 
xu
x
u
t
u sin22
2
2
2





           (7) 
dengan syarat awal   xxu sin0,   dan   10, xut . 
Berdasarkan sifat yang berlaku pada Transformasi Diferensial Dimensi Dua, diperoleh persamaan 
transformasi PDP dan Syarat awal sebagai berikut : 
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1. Berdasarkan Sifat 3, maka Transformasi Diferensial Dua Dimensi dari 
2
2
t
u

  adalah 
)1,()1(  hkUh  
2. Berdasarkan Sifat 2, maka Transformasi Diferensial Dua Dimensi dari 
2
2
x
u

  adalah  
3. Berdasarkan Sifat 1, maka Transformasi Diferensial Dua Dimensi dari u adalah  hkU ,  
4. Berdasarkan Sifat 8, maka Transformasi Diferensial Dua Dimensi dari xsin2  
5. Berdasarkan Sifat 1 dan Sifat 8, maka diperoleh persamaan transformasi syarat awal 
6. 
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2
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Sehingga diperoleh Transformasi Dua Dimensi dari Persamaan (7) sebagai berikut 
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k
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Substitusikan  ,4,3,2,1,0, hk  pada Persamaan (8) maka diperoleh nilai transformasi sebagai 
berikut  
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Berdasarkan Persamaan (4) maka diperoleh   txtxu sinsin,   
Contoh 3. Selesaikan PDP tak linear orde satu dibawah ini menggunakan MTD Dua Dimensi ! 
0





x
uu
t
u            (9) 
dengan syarat awal xxu )0,( . 
Berdasarkan sifat yang berlaku pada Transformasi Diferensial Dimensi Dua, diperoleh persamaan 
transformasi PDP dan syarat awal sebagai berikut : 
1. Berdasarkan Sifat 3, maka Transformasi Diferensial Dua Dimensi dari 
t
u

  adalah 
)1,()1(  hkUh  
2. Berdasarkan Sifat 2 dan 12, maka Transformasi Diferensial Dua Dimensi dari 
x
uu

  adalah 

 
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0 0
),1()1)(,(  
3. Berdasarkan Sifat 5, maka diperoleh persamaan transformasi syarat awal 
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7. 
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 Sehingga diperoleh Transformasi Dua Dimensi dari Persamaan (9) sebagai berikut 
0),1()1)(,()1,()1(
0 0
 
 
k
r
h
s
srkUrkshrUhkUh   (10) 
Substitusikan  ,4,3,2,1,0, hk  pada Persamaan (10) maka diperoleh nilai transformasi sebagai 
berikut 
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Berdasarkan Persamaan (4) maka diperoleh  
)1(
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
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Contoh 4 Selesaikan PDP Tak Linear Orde Dua dibawah ini menggunakan MTD Dua Dimensi ! 
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dengan syarat awal   21,0 yyu   dan   1,0 yux . 
Berdasarkan sifat yang berlaku pada Transformasi Diferensial Dimensi Dua, diperoleh persamaan 
transformasi PDP dan syarat awal sebagai berikut : 
1. Berdasarkan Sifat 2, maka Transformasi Diferensial Dua Dimensi dari 
2
2
x
u

  adalah 
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2. Berdasarkan Sifat 3 dan 12, maka Transformasi Diferensial Dua Dimensi dari 
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3. Berdasarkan Sifat 1, maka Transformasi Diferensial Dua Dimensi dari u adalah  hkU ,  
4. Berdasarkan Sifat 1, 5  dan  10, maka diperoleh persamaan transformasi syarat awal sebagai 
berikut : 
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Sehingga diperoleh Transformasi Dua Dimensi dari Persamaan (11) sebagai berikut 
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Substitusikan  ,4,3,2,1,0, hk  pada Persamaan (12)  maka diperoleh nilai transformasi sebagai 
berikut : 
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Berdasarkan Persamaan (4) maka diperoleh   2x yeyxu ,  
PENUTUP  
Dari hasil penelitian ini dapat disimpulkan bahwa : 
1. Sifat-sifat Transformasi Diferensial Dua Dimensi menggunakan konsep dari deret Taylor dua 
variabel. Sifat-sifat ini diperoleh dengan mentransformasikan fungsi awal yang berbeda sehingga 
menghasilkan transformasi diferensial dua dimensi dengan karakteristik berbeda.  
2. MTD Dua Dimensi dapat diterapkan untuk memperoleh solusi Masalah Nilai Awal (MNA) dari 
PDP dua variabel dengan fungsi awal yang diberikan mempunyai turunan dan turunannya kontinu 
di titik (x0,y0). Metode ini menghasilkan solusi dalam bentuk deret yang digunakan untuk 
memperoleh solusi eksak dari PDP.  
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